
SWorldJournal                                                                                                                        Issue 32 / Part 1 

 ISSN 2663-5712                                                                                                                                  .                                                  www.sworldjournal.com 166 

https://www.sworldjournal.com/index.php/swj/article/view/swj32-01-059 
DOI: 10.30888/2663-5712.2025-32-01-059 

УДК 517.9 

STUDY OF THE SET OF CONTINUOUS SOLUTIONS OF SYSTEMS OF 

LINEAR DIFFERENCE-FUNCTIONAL EQUATIONS WITH CONSTANT 

COEFFICIENTS  
ДОСЛІДЖЕННЯ МНОЖИНИ НЕПЕРЕРВНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ 
РІЗНИЦЕВО-ФУНКЦІОНАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ІЗ ПОСТІНИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 

Yeromina T.O. / Єрьоміна Т.О. 
c.f.-m.s., as.prof. / к.ф.-м.н., доц. 

ORCID: 0000-0001-5765-9875 
National Technical University of Ukraine  

"Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute",  
Kyiv-56, Peremohy (Beresteiskyi) Avenue, 37, 03056 

Національний технічний університет України  
«Київський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського»,  

Київ-56, Берестейський проспект (Перемоги), 37, 03056 
Povarova O.A. / Поварова О.А. 
c.f.-m.s., as.prof. / к.ф.-м.н., доц. 

ORCID: 0000-0001-6502-8766  
National Technical University of Ukraine  

"Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute",  
Kyiv-56, Peremohy (Beresteiskyi) Avenue, 37, 03056 

Національний технічний університет України  
«Київський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського»,  

Київ-56, Берестейський проспект (Перемоги), 37, 03056 
Kozak V.I. / Козак В.І. 

c.f.-m.s., as.prof. / к.ф.-м.н., доц. 
ORCID: 0000-0002-6761-9954  

National Technical University of Ukraine  
"Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute",  

Kyiv-56, Peremohy (Beresteiskyi) Avenue, 37, 03056 
Національний технічний університет України  

«Київський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського»,  
Київ-56, Берестейський проспект (Перемоги), 37, 03056 

 
Анотація. Одержано умови існування неперервних розв’язків одного класу систем 

лінійних різницево-функціональних рівнянь у випадку, коли власні значення осносної матриці 
системи є дійсними та від’ємними і досліджено їх властивості. Проведено аналіз структури 
множини таких розв’язків, зокрема доведено їх обмеженість та неперервність на 
нескінченному інтервалі. 

Ключові слова: різницево-функціональні рівняння, функціональні рівняння, різницеві 
рівняння. 

 

Вступ. 

Розглянемо систему лінійних рівнянь вигляду 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tFtxtBtxtAqtx +++= 1 ,    (1) 



SWorldJournal                                                                                                                        Issue 32 / Part 1 

 ISSN 2663-5712                                                                                                                                  .                                                  www.sworldjournal.com 167 

де [ )+∞=ℜ∈ + ,0t , ( )tA , ( )tB - дійсні ( )n n× - матриці, ( )tF  - дійсний вектор 

розмірності n , q - деяка дійсна стала, яка поєднує в собі властивості різницевих  

і q – різницевих (функціональних) рівнянь, що були об’єктом дослідження 

багатьох математиків (див. [1–7] та наведену в них літературу). Продовжуючи ці 

дослідження, в даній статті вивчаються питання існування неперервних 

розв’язків різницево-функціональних рівнянь вигляду (1) з постійними 

коефіцієнтами, а саме розглядається система однорідних рівнянь вигляду 

( ) ( ) ( )1++= tBxtAxqtx ,     (2) 

де A , B - дійсні сталі ( )n n× - матриці, q  - деяка дійсна стала. При цьому 

відносно матриці A  припустимо, що її власні значення iλ , ni ,,1=  є 

від’ємними та задовольняють умови 

;ji λλ ≠  ;1,0≠iλ  nji ,,1, = . 

Тоді існує заміна змінних  

( ) ( ),tCytx =  

де С – деяка стала неособлива ( )n n× - матриця, яка приводить систему 

рівнянь (2) до вигляду  

,     (3) 

  

Основний текст. 

Розглянемо випадок, коли виконуються такі умови: 

1. ,1>iλ  ni ,,1= , ,10 << q  

2. 1
1

~

*

<
−

=∆
λ

b
, де ∑==

j
iji

bBb ~max~~ , { }nii ,,1,min* == λλ .   

Має місце наступна теорема. 

Теорема 1. Нехай виконуються умови 1,2. Тоді система рівнянь (3) має 

сім’ю неперервних обмежених при 0>≥Tt  (Т - деяка достатньо велика додатна 

( ) ( ) ( )1~ ++Λ= tyBtyqty
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стала) розв’язків 















=

q
ttyty

ln
ln,)( ω , що залежить від довільної неперервної 

вектор-функції )(τω , такої що )()1( τωτω −=+ . 

Доведення: Покажемо, що система рівнянь (3) має неперервні розв’язки у 

вигляді ряду: 

),()(
0

tyty
i

i∑
∞

=

=       (4) 

де ),(tyi  ,...1,0=i  - деякі неперервні вектор-функції. Дійсно, підставляючи 

(4) в (3), отримуємо: 

).1(~)()(
000

++Λ= ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

tyBtyqty
i

i
i

i
i

i    

Звідси безпосередньо випливає, що якщо функції ),(tyi  ,...1,0=i  є 

розв'язками послідовності систем рівнянь: 

   ),()( 00 tyqty Λ=       (50) 

                             ,...2,1),1(~)()( 1 =++Λ= − ityBtyqty iii ,          (5і) 

то ряд (4) буде формальним розв’язком системи рівнянь (3). 

Система рівнянь (50) має множину неперервних при 0>≥ Tt  розв’язків 

вигляду: 

( ),)(0 τωνtty =       (60) 

де )()1( τωτω −=+ , ( ) ( ) ( ) ( )( )τωτωτωτω n,,, 21 = , ( )τωi , ni ,,1=  - 

довільні неперервні вектор-функції,  

.,,, ln
ln

ln
ln

ln
ln 21









= qqq

n

tttdiagt
λλλ

ν
  

Розглядаючи послідовно системи рівнянь (5і), і=1,2,…, можна переконатися, 

що вони мають формальні розв'язки у вигляді рядів: 

),1(~)(
0

1
)1( +Λ−= ∑

∞

=
−

+− tqyBty j

j
i

j
i  і=1,2,….   (6і) 

Покажемо, що при виконанні умов 1, 2 ряди (5і), і=1,2,…, рівномірно 
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збігаються до деяких неперервних вектор-функцій )(tyi , і=1,2,…, для яких 

виконуються оцінки 
i

i Mty ∆≤)( , і=1,2,….     (7) 

Дійсно, оскільки 

( ) ( ) ,1)(
ln
ln

ln
ln

0 M
t

ttty
q

qv

∗

∗

≤≤≤
λ

λ

τωτω  

де )(max τω
τ

=M , то в силу (61), і 0ln
ln

<∗

q
λ

, отримуємо: 

            ≤

+








≤+Λ≤ ∑∑

∞

=

+
∞

=

+−

∗0 ln
ln

1

*0
0

11
1

)1(

1~1)1(~)(
j qj

j

j

jj

tq
MbtqyBty

λλ
 

                ∆=
−
⋅

=
−

⋅
≤







⋅
≤ ∑

∞

=

MbMbMbM
j

j

1

~

11

1~1~

*

*

*0 ** λ
λ

λλλ .    

   

Отже, оцінка (7) має місце при і=1. Розмірковуючи за індукцією, 

припустимо, що оцінку (7) доведено уже для деякого і≥1, і покажем її 

справедливість для і+1. Дійсно, оскільки 

                ),1(~)(
0

)1(
1 +Λ−= ∑

∞

=

+−
+ tqyBty j

j
i

j
i  ,,2,1 =i     (8) 

то 

1

*

*

*0

1

*0

11
1 1

~

11

~1~)1(~)( +
∞

=

+
∞

=

+−
+ ∆=

−
∆

=
−

∆
⋅≤∆








≤+Λ≤ ∑∑ i

ii

j

i

j

j

j
i

j

i MbMbMMbtqyBty
λ

λ
λλ

. (9) 

Отже, ряди (6і) і=1,2,…, рівномірно збігаються при всіх 0>≥ Tt  до деяких 

неперервних функцій ( )tyi , і=1,2,…, для яких виконуються оцінки (7). Із (7) 

безпосередньо випливає, що ряд (4) рівномірно збігається при всіх 0>≥ Tt  до 

деякої неперервної функції ( )ty , яка задовольняє умові 

                             ( ) ( )
∆−

≤∆≤≤ ∑∑
∞

=

∞

= 100

MMtyty
i

i

i
i .               (10) 



SWorldJournal                                                                                                                        Issue 32 / Part 1 

 ISSN 2663-5712                                                                                                                                  .                                                  www.sworldjournal.com 170 

Теорему 1 доведено. 

Розглянемо тепер систему неоднорідних рівнянь вигляду 

( ) ( ) ( ) ( )tFtyBtyqty +++Λ= 1~ ,     (11) 

де матриці ( )ndiag λλ ,,1 =Λ , B~ , стала q  і вектор-функція ( )tF  

задовольняють умови: 

1. 1>iλ , ni ,,1= , 10 << q , 

2. 1
1

~

*
<

−
=∆
λ

b ,  

де  ∑==
j

iji
bBb ~max~~ , { }nii ,,1,min* == λλ ; 

3. всі елементи вектор-функції ( )tF  є неперервними обмеженими при всіх 

ℜ∈t  функціями і ( ) +∞<= MtF
t

~sup . 

Для системи (11) має місце наступна теорема. 

Теорема 2. Нехай виконуються умови 1-3. Тоді система рівнянь (11) має  

неперервний обмежений при ℜ∈t  розв’язок )(ty  у вигляді ряду 

),()(
0

tyty
i

i∑
∞

=

=       (12) 

де )(tyi , 0,1, ,i =   - деякі неперервні обмежені при +ℜ∈t  вектор-функції. 

Доведення: Підставляючи (12) в (11), отримуємо: 

  ( ).)1(~)()(
000

tFtyBtyqty
i

i
i

i
i

i +++Λ= ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
                (13) 

Звідси безпосередньо випливає, що якщо вектор-функції )(tyi , 0,1, ,i =   

задовольняють системи рівнянь: 

( ),)()( 00 tFtyqty +Λ=             (140) 

                                 ,...2,1),1(~)()( 1 =++Λ= − ityBtyqty iii                                 (14і) 

то ряд (12) буде формальним розв’язком системи рівнянь (11). 

Система рівнянь (140) має формальний розв’язок у вигляді ряду: 



SWorldJournal                                                                                                                        Issue 32 / Part 1 

 ISSN 2663-5712                                                                                                                                  .                                                  www.sworldjournal.com 171 

   ( ) ( ).)(
0

1
0 tqFty j

j

j∑
∞

=

+−Λ−=                      (150) 

Розглядаючи послідовно системи рівнянь (14і), і=1,2,… можна 

переконатися, що вони також мають формальні розв’язки у вигляді рядів: 

),1(~)(
0

1
)1( +Λ−= ∑

∞

=
−

+− tqyBty j

j
i

j
i  і=1,2,….   (15і) 

Покажемо, що ряди (15і), і=1,2,…, рівномірно збігаються до деяких 

неперервних вектор-функцій )(tyi , і=1,2,…, для яких виконуються оцінки 

                          i
i Mty ∆′≤ ~)( , і=1,2,….     (16)  

Дійсно, оскільки 

( ) MMMMMtqFty
j

j

j

j

j
j

j

′=
−

≤
−

≤







≤








≤Λ≤ ∑∑∑

∞

=

∞

=

+
+∞

=

− ~
1

~

11

1~1~~1)(
*

*

*0 **0

1

*

1

0

1
0 λ

λ
λλλλ

,  (17) 

то на підставі (151), отримуємо 

∆′=
−
⋅′

=
−

⋅′
≤′








≤+Λ≤ ∑∑

∞

=

+
∞

=

+− MbMbMMbtqyBty
j

j

j

jj ~
1

~~

11

1~~~~1)1(~)(
*

*

*0

1

*0
0

11
1 λ

λ
λλ

.  (18) 

Отже, оцінка (18) має місце при і=1. Розмірковуючи за індукцією, 

припустимо, що оцінку (18) доведено уже для деякого і≥1, і покажемо її 

справедливість для і+1. Дійсно, оскільки 

),1(~)(
0

)1(
1 +Λ−= ∑

∞

=

+−
+ tqyBty j

j
i

j
i  ,,2,1 =i    (19) 

то 

1

*

*

*0

1

*0

11
1

~
1

~~

11

~~1~~)1(~)( +
∞

=

+
∞

=

+−
+ ∆′=

−
∆′

=
−

∆
⋅

′
≤∆








′≤+Λ≤ ∑∑ i

ii

j

i

j

j

j
i

j

i MbMbMMbtqyBty
λ

λ
λλ

.(20) 

Отже, ряди (15і),  і=1,2,…, рівномірно збігаються при всіх 0>≥ Tt  до 

деяких неперервних функцій )(tyi , і=1,2,…, для яких виконуються оцінки (16). 

Звідси випливає, що ряд (12) рівномірно збігається при всіх ℜ∈t  до деякої 
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неперервної функції )(ty , яка задовольняє умові 

      ( ) ( )
∆−
′

≤∆′≤≤ ∑∑
∞

=

∞

= 1

~~
00

MMtyty
i

i

i
i .    (21) 

Теорему 2 доведено. 

Дослідимо тепер рівняння (3) у випадку, коли 1<iλ , ni ,,1= , 1>q , 

0>≥ Tt . 

Теорема 3. Нехай виконуються умови: 

1. ,1<iλ ni ,,1= , ,1>q  

2. 1
1

~
* <−

=∆
λ

b , де ∑==
j

iji
bBb ~max~~ , { }nii ,,1,max ==∗ λλ .  

Тоді система рівнянь (3) має сім’ю неперервних обмежених при 0>≥ Tt  (

T - деяка достатньо велика додатна стала) розв’язків 















=

q
ttyty

ln
ln,)( ω , що 

залежить від довільної неперервної 1-періодичної вектор-функції )(τω . 

Доведення: Покажемо, що система рівнянь (3) має неперервні розв’язки у 

вигляді ряду: 

),()(
0

tyty
i

i∑
∞

=

=              (22) 

де ),(tyi  ,...1,0=i - деякі неперервні вектор-функції. Дійсно, підставляючи 

(22) в (3), отримуємо: 

).1(~)()(
000

++Λ= ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

tyBtyqty
i

i
i

i
i

i     

  

Звідси безпосередньо випливає, що якщо функції ),(tyi  ,...1,0=i , є 

розв’язками послідовності систем рівнянь 

     ),()( 00 tyqty Λ=              (230) 

,...2,1),1(~)()( 1 =++Λ= − ityBtyqty iii                     (23і) 

то ряд (22) буде формальним розв’язком системи рівнянь (3). 

Система рівнянь (230) має множину неперервних при 0>≥ Tt  розв’язків 
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вигляду: 

( ),)(0 τωνtty =      (240) 

де ),()1( τωτω =+  ( ) ( ) ( ) ( )( )τωτωτωτω n,,, 21 = , ( )τωi , ni ,,1=  - довільні 

неперервні 1-періодичні функції, 

.,,, ln
ln

ln
ln

ln
ln 21









= qqq

n

tttdiagt
λλλ

ν
  

Розглядаючи послідовно системи рівнянь (23і), і=1,2,… можна 

переконатися, що вони мають формальні розв’язки у вигляді рядів: 

 ( ) ),1(~)( 1

0
1 +Λ= +−

∞

=
−∑ tqyBty j

j
i

j
i  і=1,2,…    (24і) 

Покажемо, що при виконанні умов 1, 2 ряди (24і), і=1,2,…, рівномірно 

збігаються до деяких неперервних вектор-функцій )(tyi , і=1,2,…, для яких 

виконуються оцінки 

    i
i Mty ∆≤)( , і=1,2,….     (25) 

Дійсно, оскільки ( ) ( ) ,)( ln
ln

ln
ln

0 Mtttty qqv
∗∗

≤≤≤
λλ

τωτω  де )(max τω
τ

=M , 

{ }nii ,,1,min* == λλ , то в силу (231), і 0
ln
ln

<∗

q
λ , отримуємо 

( ) ≤







+Λ≤+Λ≤ ∑∑

∞

=
+

∞

=

+−

∗

0

ln
ln

1
0

1
01 11~)1(~)(

j

q

j

j

j

jj Mt
q

BtqyBty

λ

( ) ∆≤
−

≤∑
∞

=

MbMbM
j

j

*
0

*

1

~~
λ

λ  (26) 

Отже, оцінка (25) має місце при і=1. Розмірковуючи за індукцією, 

припустимо, що оцінку (25) доведено уже для деякого і≥1, і покажем її 

справедливість для і+1. Дійсно, оскільки 

( ) ),1(~)( 1

0
1 +Λ= +−

∞

=
+ ∑ tqyBty j

j
i

j
i  ,,2,1 =i  

то 

              ( ) ( ) .
1

~~)1(~)( 1
*

0

*

0

1
1

+
∞

=

∞

=

+−
+ ∆=

−
∆

≤∆≤+Λ≤ ∑∑ i
i

j

ij

j

j
i

j

i MbMbMtqyBty
λ

λ  
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Отже, ряди (24і), і=1,2,…, рівномірно збігаються при всіх 0>≥ Tt  до деяких 

неперервних функцій ( )tyi , і=1,2,…, для яких виконуються оцінки (25). Із (25) 

безпосередньо випливає, що ряд (22) рівномірно збігається при всіх 0>≥ Tt  до 

деякої неперервної функції ( )ty , яка задовольняє умові 

( ) ( )
∆−

≤∆≤≤ ∑∑
∞

=

∞

= 100

MMtyty
i

i

i
i . 

Теорему 3 доведено. 

Розглянемо тепер неоднорідне рівняння вигляду (11), для якого 

виконуються умови 1-2 теореми 3 і всі елементи вектор-функції ( )tF  є 

неперервними обмеженими при всіх ℜ∈t  функціями і ( ) +∞<= MtF
t

~sup . 

Тоді аналогічно тому, як була доведена теорема 2, можна довести, що 

рівняння (13) має неперервний обмежений при ℜ∈t розв’язок ( )ty , який можна 

представити у вигляді ряду 

),()(
0

tyty
i

i∑
∞

=

=        

в якому функції )(tyi , 0,1, ,i =   є розв'язками послідовності рівнянь 

( ),)()( 00 tFtyqty +Λ=  

,...2,1),1(~)()( 1 =++Λ= − ityBtyqty iii , 

і визначаються за допомогою співвідношень 

                                          ( )( ),)( 1

0
0 tqFty j

j

j +−
∞

=
∑Λ=  

     ( ) ),1(~)( 1

0
1 +Λ= +−

∞

=
−∑ tqyBty j

j
i

j
i  і=1,2,…. 

Зауваження: Виконуючи в (11) заміну змінних 

( ) ( ) ( )y t z t y t= +                        (27) 

отримаємо систему рівнянь (3) відносно вектор-функції ( )z t . Оскільки для 

цього рівняння справедлива Теорема 1, то приймаючи до уваги заміну змінних 

(27), можна побудувати сім’ю неперервних обмежених при 0>≥Tt  розв’язків 
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рівняння (11). 

У зв'язку із отриманими вище результатами, виникає питання про описання 

структури множини неперервних розв’язків системи рівнянь (11) у випадку, коли 

( )B B t=   . Розглянемо, наприклад, систему рівнянь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tFtytBtyqty ~1
~~ +++Λ= ,                                       (28) 

де матриці ( )ndiag λλ ,,1 =Λ , q  - стала, ( ) 2

: ,nB t ℜ→ℜ

  ( ) : .nF t ℜ→ℜ  

Має місце наступна теорема. 

Теорема 4. Нехай виконуються умови:  

1. 1>iλ , ni ,,1= , 10 << q , 0≥t ; 

2. 1
1

~~
*

*

<
−

=∆
λ

b ; 

3. всі елементи вектор-функцій ( )tF~  та ( )tB
~~  є неперервними й обмеженими 

функціями при всіх ℜ∈t  і такими, що ( ) +∞<= *~~sup MtF
t

, ( ) +∞<= *~~~sup btB
t

. 

Тоді система рівнянь (28) має неперервний обмежений при ℜ∈t  розв’язок 

( )y t  у вигляді ряду ),()(
0

tyty
i

i∑
∞

=

=  де ( )iy t , 0,1, ,i =   - деякі неперервні обмежені 

при +ℜ∈t  вектор-функції. 

 

Висновки. 

У статті встановлено нові умови існування неперервних розв’язків систем 

лінійних різницево-функціональних рівнянь і розроблено метод їх побудови. 

При виконанні умов ,1>iλ  ni ,,1= , ,10 << q  та 1
1

~

*

<
−

=∆
λ

b
, де 

∑==
j

iji
bBb ~max~~ , { }nii ,,1,min* == λλ , розглянуто однорідну систему 

рівнянь, і доведено теорему про існування сім’ї неперервних обмежених при 

0>≥ Tt  розв’язків, що залежить від довільної неперервної 1-періодичної 
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функції ),(τω )()1( τωτω −=+  







=

q
t

ln
lnτ . Ці розв'язки представляються у 

вигляді ряду (4), де ),(tyi  ,...1,0=i  – деякі неперервні функції, які є розв'язками 

послідовності рівнянь (5і), ,...1,0=i  та задовольняють оцінку (8). Теорему про 

існування неперервного розв'язку доведено також і для неоднорідного рівняння. 

Дослідження також проведено і для оберенного випадку. 

Отримані результати доповнюють уже існуючі праці інших математиків і 

сприятимуть подальшому вивченню різницево-функціональних рівнянь.  
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Abstract. Conditions for the existence of continuous solutions to a certain class of systems of 
linear difference-functional equations with constant coefficients are obtained in the case when the 
eigenvalues of the system's coefficient matrix are real and negative. The structural properties of the 
set of such solutions are investigated, in particular, their boundedness and continuity on the infinite 
interval are proved. 

Keywords: difference-functional equations, functional equations, difference equations. 
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