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Анотація. У данiй роботi доведено iснування l-го моменту сильного розв’язку для 

стохастичного iнтегро-диференцiального рiвняння Iто-Вольтерри при наявностi 
вiнерiвських збурень та пуассонiвських перемикань.  
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Вступ.  
Питанню iснування та єдиностi розв’язку детермiнованих та стохастичних 

(у випадку наявностi вiнерiвських збурень) iнтегро-диференцiальних рiвнянь 
Iто-Вольтерри присвячена праця [1]. Там же доведено маркiвську властивiсть 
розв’язку та дослiджено питання стiйкостi розв’язку таких рiвнянь. У працях 
[2—4] розвинуто методику дослiдження стохастичних рiвнянь Iто-Вольтерри на 
випадок наявностi пуассонiвських перемикань. Матерiал даної роботи 
узагальнює результати щодо iснування та єдиностi розв’язку, що розглядалися 
в роботах [1–4,7–9], на стохастичне iнтегро-диференцiальне рiвняння Iто-
Скорохода-Вольтерри спецiального вигляду (випадок l -го моменту, > 1l ). 

Постановка задачі.  
Розглянемо на ( , , )F PΩ  з потоком σ -алгебр 0{ , }tF t t≥  стохастичне 

iнтегро-диференцiальне рiвняння Iто-Скорохода-Вольтерри  

 1( ) = [ ( , )tdx t a t x 2 3 4
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 0 0= ;t tx ϕ                                                          (2) 
де { ( ) ( , )} nx t x t Rω≡ ⊂ , 0t t≥ , ω∈Ω ; 1 1{ ( , )},{ ( , )}a t b tϕ ϕ  неперервнi за 0t t≥ , 

RDϕ
+

∈  вiдображення в nR ; RD
+

 — простiр Скорохода [5, 6] локально 
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обмежених функцiй, якi є неперервними справа та мають лiвостороннi границi 
(НПЛГ), вигляду : nR Rϕ + →  з нормою  

 1/ 1/

0
(| (0) | ) (| (0) | | ( ) | ( ) ) ,p p p p p p

pD
s s dsρϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ρ

∞

≡ + ≡ +∫              (3) 

де pD  — простiр RD
+

 з нормою (3), 1 <p≤ ∞ ,  

 0( ), ,
( )

( ), > .
t x t s t s t

x s
s t s tϕ
− ≤ ≤

≡  −
                                         (4) 

: R Rρ + +→  – обмежена функцiя згладжуючої дiї (див. п. 5.1.1 [2]);  

2{ ( , , )}sa t s x , 2{ ( , , )}sb t s x  – nR -вимiрнi;  

3{ ( , , )}sa t s x , 3{ ( , , )}sb t s x  – n m mR R R⊗ ⊗ -вимiрнi;  
{ ( )}w s  – mR -вимiрний стандартний вiнерiвський процес на ймовiрнiсному 

просторi ( , , )F PΩ  (цi функцiонали визначенi та вимiрнi за Борелем на pG D× , 
де 0 0{( , ) [ , ] [ , ] : }G t s t T t T s t≡ ∈ × ≤ ); 

4{ ( , , , )}sa t s x u  i 4{ ( , , , )}sb t s x u , крiм цього, вимiрнi за nu U R∈ ⊂ ;  

1{ ( , , )}sc t x u  – nR U⊗ -вимiрний,  

2{ ( , , , )}sc t s x u  i 3{ ( , , , )}sc t s x u  – n mR R U⊗ ⊗ -вимiрні,  

4 1{ ( , , , , )}sc t s x u u  – n mR R U U⊗ ⊗ ⊗ -вимiрний (цi функцiонали визначенi та 
вимiрнi за Борелем на pG D U× × );  

{ ( , )}du dtν  – центрована пуассонiвська мiра з параметром ( )du dtΠ , яка не 
залежить вiд { ( )}w t .  

Нехай 0{ , }tF t t≥  – потiк σ -алгебр множин з Ω  такий, що { ( )}w t  i { ( , )}t Aν , 

A A∈  ( A  – σ -алгебра множин U ), tF  – вимiрнi 0t t∀ ≥ . Позначимо через 0tJ , 

0 0t ≥  простiр вимiрних випадкових процесiв 0{ ( ), }x t t t≥  таких, що 0t px D∈  для 
кожного ω∈Ω  та { ( )}x t  не залежить вiд приростiв вiнерiвського процесу та 
пуассонiвської мiри 0 0{ ( ) ( ), }w s w t s t− ≥  i 0 0{ ( , ) ( , ), , }s A t A s t A Aν ν− ≥ ∈  . 

Означення.  Стохастичний процес { ( ), ( , ]}x t t T∈ −∞  є сильним розв’язком 
рiвняння (1), (2) для 0[ , ]t t T∈ , якщо: 1) { ( )}x t  неупереджуючий [6] для t T≤ ; 2) 

t px D∈  при 0[ , ]t t T∈  майже скрiзь; 3) 0 0=t tx ϕ  майже скрiзь; 4) iнтеграли вiд 
модулiв ia , ib , ic , = 1,4i  cкiнченнi. 5) для 0t t≥  справджується вiдповiдне 
iнтегральне рiвняння.  

Далi позначимо для : nx R R+ ×Ω→  через *

0
0

| ( ) | ( ) | ( ) |supt
t s t

x t x s
≤ ≤

⋅ ≡ . Надалi 

будемо суттєво використовувати нерiвностi Буркгольдера [1] для довiльного 
> 1l :  

 * 2 /2
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t t

l l
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t t
E s dw s t c E s dsψ ψ≤∫ ∫                      (5) 
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E s u du ds t c E s u du dsψ ν ψ≤ Π∫ ∫ ∫ ∫           (6) 

для tJ -вимiрного процесу 1{ ( , )}tψ ω  такого, що 2
1

0

( ) <
T

t
t dtψ ∞∫  майже скрiзь та 

для tJ -вимiрного процесу 2{ ( , , ), }t u u Uψ ω ∈  такого, що 2
2

0
( , ) ( ) <

T

U
t u du dtψ Π ∞∫ ∫  

майже скрiзь. 
Позначимо  
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4 4 4

=1 =1 =1
( , ) ( , ) ( , ),i i i

i i i
R t x Q t x S t x≡ + +∑ ∑ ∑                                      (7) 

де перша сума мiстить першi чотири доданки, друга — наступнi чотири 
доданки з iнтегралами за вiнерiвським процесом, третя — чотири доданки з 
iнтегралами за пуассонiвською мiрою. Надалi будемо опускати iндекс pD  у 
позначеннi pD

⋅  . 

Лема. Нехай для функцiоналiв { },{ },{ }, = 1,4i i ia b c i  виконується вiдповiдна 
умова Лiпшиця з константою > 0L , тодi для розв’язку { ( )} nx t R⊂  
стохастичного диференцiального рiвняння (1), (2) справджується оцiнка 

* *0
10 0 0

| ( , ) ( , ) | ( ) | ( ) | ( ),tl l t l
t t tE R x R y t K E M E tδ δ⋅ − ⋅ ≤ + ⋅   

де ( , )R ⋅ ⋅  визначений за формулою (7), ( ) ( ) ( )t x t y tδ ≡ − , 1/2
1 0= (( ) )K O t t− , 

0

t
tM  

залежить тiльки вiд 0t t−  та 
0

= (1)t
tM o  при 0 0t t− → .  

 Доведення. Нехай 0>T t . Для 0[ , ]t t T∈  матимемо  
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де 1c  — деяка додатна стала. 
З роботи [1] вiдомо, що:  

 * 1 *
1 1 0 2 20 0

0

| ( , ) ( , ) | ( ) ( ) ; | ( , ) ( , ) | ( )
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l l l s l l
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Використовуючи нерiвностi Гельдера i Буркгольдера (5), (6), а також лему 
1.2.2 з роботи [2], можна стверджувати, що  

* 0 2 2 2 2
4 4 0

0

| ( , ) ( , ) | ( ) ( ) ( )
lt

l l l v
t

t
E R x R y t L t t E dvδ−⋅ − ⋅ ≤ − ∫   . 

Аналогiчно можна одержати оцiнки  
* 1 2 2

4 4 00
0

| ( , ) ( , ) | ( ) ( ) ( )
lt

l l l v
t

t
E Q x Q y t L t t E dvδ−⋅ − ⋅ ≤ − ∫   . 

Випишемо тепер нерiвностi для доданкiв ( , )iS t x , = 1,4i  iз спiввiдношення (7)  
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Використовуючи наслiдок 2В) з працi [1] та наслiдок 5.2 з працi [2], 
доведену в працi [1, формула (2.7)] нерiвнiсть  

 
0

t
v l

t
duδ ≤∫    

 0
/ 2 0
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[ ( ) | ( ) | ( | ( ) | ( ) ) ]
lt t ut l l p p
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t t t
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i наслiдок з неї:  
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=2 /2 /2 /2 0

/2 0
0

( ) [ ( ) .
t tv l l l

l
t

dv k k t tK
λ

τδ δ≤ − +∫  

     

 2 /2 2 /2

0 0 0

.( | ( ) | ) ( ( | ( ) | ( ) ) ) ],
t t v

l l

t t t
v dv s v s ds duτδ δ ρ+ + −∫ ∫ ∫  

де /l pk , 2K  деякi додатнi сталi, 
0

| ( ) | ( )u p pu v v dvρδ δ ρ
∞

≡ −∫  , одержимо наступну 

оцiнку  
 * *0

10 0 0
| ( , ) ( , ) | ( ) | ( ) | ( ),tl l t l

t t tE R x R y t K E M E tδ δ⋅ − ⋅ ≤ + ⋅                  (8) 

де 
0

= (1)t
tM o  при 0 0t t− → . Лему доведено. 

Основний результат. Теорема. Нехай 
1) для коефiцiєнтiв стохастичного iнтегро-диференцiального рiвняння (1), 

(2) виконується умова Лiпшiца зi сталою > 0L  для довiльних ( , )t s G∈  та 
, px y D∈ , u U∈ ; 

2) для коефiцiєнтiв стохастичного iнтегро-диференцiального рiвняння (1), 
(2) виконується умова рiвномiрної обмеженостi по t R∈  з правою частиною 
вигляду (1 )pD

L x+  ; 

3) iснує початковий процес 0tx J− ∈  такий, що  

 0 < .t l
pD

E x− ∞                                                  (9) 
Тодi iснує єдиний l -ий момент ( > 1)l  сильного розв’язку рiвняння (1), (2) 

{ ( )} px t D⊂  та *

0
{| ( ) | ( )} <l

tE x T⋅ ∞ .  

Доведення.  Iснування. Побудуємо nx :  
 0 0 0 0( ) = ( ) 1; ( ) = ( ) .nx t x t t t n x t x t t t− −∀ ≤ ∀ ≥ ∀ ≥  

Для 1n ≥ , 0>t t∀ :  

 0 1 1 2 1
0 0 0

( ) = ( ) ( , ) ( , , )
t t s

s v
n n n

t t t
x t x t a s x ds a s v x dvds− − −+ + +∫ ∫ ∫  

 3 1 4 1
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( , , ) ( ) ( , , , ) ( , )
t s t s
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t t t t U
a s v x dw v ds a s v x u du dv dsν− −+ + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫   
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( , ) ( ) ( , , ) ( )
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s v
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b s v x dw v dw s b s v x u du dv dw sν− −+ + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫   
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t U t U t
c s x u du ds c s v x u dv du dsν ν− −+ + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫   

 3 1
0 0

( , , , ) ( ) ( , )
t s

v
n

t U t
c s v x u dw v du dsν−+ +∫ ∫ ∫   
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 4 1 1 1
0 0

( , , , , ) ( , ) ( , ).
t s

v
n

t U t U
c s v x u u dv du du dsν ν−+ ∫ ∫ ∫ ∫                        (10) 

Тут 1
s
nx −  задається, як у (4). 

З (10), умов 1)—2) теореми i леми 5.2.1 з роботи [2] випливає, що 
{ ( ), 0}nx t t ≥  — вимiрний вiдносно σ -алгебри tF , t p

nx D∈  0t t∀ ≥ . 
Методом математичної iндукцiї покажемо, що *

00
( ) <l

n tE x t t t T⋅ ∞ ∀ ≤ ≤  . 

При = 0n  маємо 0
0
t px D∈  i з вище побудованого 0[ , ]t t T∀ ∈ :  

0 0 0 0
0 0 0= = ,t t t t ttx T x C x C x−

−≤ ⋅         

де C  — константа, яка залежить вiд 
=
K . Звiдси * 0

0 0
( ) < .tl l

t pD
E x T C E x⋅

−≤ ⋅ ∞     

Нехай виконується *
1 00

( ) < , .l
n tE x t t t T⋅
− ∞ ≤ ≤   Використовуючи нерiвнiсть 

Гельдера, одержимо 0[ , ]t t T∀ ∈ :  
* /2 *

0 0 0 10 0
( ) [| ( ) | ( ( ) ( ) )(1 ( ))] <l l l l l l

n t l l l n tE x t k E x t L k T t c T t x T⋅
− −≤ + − + − + ∞    , 

де lk , lc  — деякi сталi. 
Далi, одержимо:  

* * *
1 1 2 1 20 0 0 0

| ( ) ( ) | ( ) = | ( , ) ( , ) | ( ) | ( ) ( ) | ( ).l l t l
n n t n n t t n n tE x x t E R x R x t M E x x t− − − − −⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ≤ ⋅ − ⋅  

Можемо вибрати 1 > 0t  так, щоб 
0

1<
2

t
tM  для 0 1 0[ , ]t t t t∈ + . Якщо 

позначимо *
1 0 0

| ( ) ( ) | ( ) < ,l
td E x x T≡ ⋅ − ⋅ ∞  то одержимо, що 

*
1 0 1 00

| ( ) ( ) | , [ , ].
2

l
n n t n

dE x x t t t t−⋅ − ⋅ ≤ ∈ +  Тодi, згiдно з нерiвнiстю Чебишова, 

одержимо:  

 *
1 20=1

1{| ( ) ( ) | ( ) > }l
n n t

n
P x x t

n
∞

−⋅ − ⋅ ≤∑  

 
2

2 *
1 0=1 =1

| ( ) ( ) | ( ) < ,
2

l
l l

n n t n
n n

nn E x x t d
∞ ∞

−≤ ⋅ − ⋅ ≤ ∞∑ ∑  

звiдки, за лемою Бореля-Кантеллi [6], випливає, що ряд 
1

0 1
=1

( ) ( ) [ ( ) ( )]
n

n k k
k

x t x t x t x t
−

− −≡ + −∑  майже скрiзь монотонно збiжний на 0 1[ , ]t t . 

Тобто, ( ) = ( )lim n
n

x t x t
→∞

 iснує, неупереджуючий та tF -вимiрний на 0 1[ , ]t t . 

Залишилося показати [7-9], що 1{ ( ), }x t t t≤  є розв’язком рiвняння (1), (2). 
Використовуючи (8), проведемо наступнi оцiнки:  

 0 1 4 1
0 0 0

| ( ) ( ) ( , ) ... ( , , , , )
s

s v

t t U t U
E x x t a s x ds c s v x u u

⋅ ⋅

−⋅ − − − − ×∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 * *
1 0 0

( , ) ( , ) | ( ) | ( ) ( ) | ( )l l
t l n tdv du du ds t k E x x tν ν× ≤ ⋅ − ⋅ +   
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 *
10 0

| ( ) ( ) | ( ).t l
l t n tk M E x x t−+ ⋅ − ⋅  

Нагадаємо, що для 1t t≤  маємо 
0

1
2

t
tM ≤ . 

Якщо покажемо, що *

0
| ( ) ( ) | ( ) = 0,lim l

n t
n

E x x t
→∞

⋅ − ⋅  то твердження буде 

доведено. 
Нехай 2/l

ib i ′−≡ , = / ( 1)l l l′ − . Тодi, згiдно з нерiвнiстю Гельдера [7-9] 

* 1

= =
| ( ) ( ) | ( ) ( )( )

2

l
l l li

n n k ii
i n i n

dbE x x t b
−∞ ∞

′ −
+⋅ − ⋅ ≤ ∑ ∑  

та * *| ( ) ( ) | ( ) | ( ) ( ) | ( ),liminfl l
n n n k

k
x x t x x t+⋅ − ⋅ ≤ ⋅ − ⋅  за лемою Фату [6] матимемо  

* 1

= =
| ( ) ( ) | ( ) ( )( ) 0.

2

l
l l li

n ii
ni n i n

bE x x t d b
−∞ ∞

′ −

→∞
⋅ − ⋅ ≤ →∑ ∑  

Отже, доведено iснування l -го моменту tF -вимiрного розв’язку { ( )}x t  для 
0 0 1t t t t≤ ≤ + . 

Цей розв’язок можна розширити для довiльного 0[ , ]t t T∈ , використовуючи 
методику, що описана в [1]. Єдинiсть розв’язку доводиться за допомогою 
стандартного вiдомого методу [1, 5–9].  

Висновки. Доведено iснування l-го моменту сильного розв’язку для 
стохастичного iнтегро-диференцiального рiвняння Iто-Вольтерри при наявностi 
вiнерiвських збурень та пуассонiвських перемикань. Отримані результати 
можна застосувати при подальших дослiдженнях системи (1), (2) на стiйкiсть. 
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Abstract. In this article the existence of l-moment of the strong solution of stochastic integral 
differential Ito-Volterra equation is proved in the case of Wiener disturbances and Poisson 
switchings.  
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