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Вступ.  
Деякі початкові відомості про групи всіх автоматних підстановок над 

заданим алфавітом  можна знайти в роботах [1–4]. Зокрема, в [3] встановлено, 
що їх можна конструювати з симетричних груп, використовуючи операцію 
вінцевого добутку, тобто при вивченні груп автоматних підстановок можна 
застосовувати добре розвинену теорію вінцевих добутків. 

Об’єктом дослідження даної праці є питання побудови системи твірних 
для групи фінітних автоматних підстановок. 

Постановка задачі. Допоміжні твердження.  
Нехай задано два автомати  

1 1 1 1 1 1=< , , , , >,A Q X Y δ λ  2 2 2 2 2 2=< , , , , >A Q X Y δ λ  
такi, що вхiдний алфавiт другого з цих автоматiв збігається з вихiдним 
алфавiтом першого (тобто, що 2 1=X Y ). 

Означення 1 [2].  Суперпозицiєю 1 2A A⋅  автоматiв 1A  та 2A  називається 
автомат 1 2=< , , , , >B Q X Y δ λ , множина станiв Q  якого збігається з добутком 

2 1Q Q×  множин станiв автоматiв 1A  та 2A . При цьому для довiльного стану 
2 1= ( , )q q q Q∈  та довiльного вхiдного сигналу 1x X∈  автомата B  значення 

функцiй переходiв та виходiв автомата B  визначаються зі спiввiдношень:   
 2 2 1 1 1 1( , ) = ( ( , ( , )), ( , )),q x q q x q xδ δ λ δ        2 2 1 2( , ) = ( , ( , )).q x q q xλ λ λ  

Лема 1 [6]. Добуток автоматних вiдображень є автоматним 
вiдображенням. Обернене до бiєктивного автоматного вiдображення також  є 
автоматним.  

Дане твердження випливає з того, що суперпозицiю (добуток) автоматних 
перетворень 

1Aγ  та 
2Aγ , якi задаються вiдповiдно автоматами 1A  i 2A , можна 

задати композицiєю 1 2A A⋅  цих автоматiв:  
 

1 2 1 2
= .A A A Aγ γ γ ⋅⋅  
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Таким чином, всi автоматнi бiєктивнi вiдображення над алфавiтом X  
утворюють групу, яку називають групою автоматних пiдстановок над 
алфавiтом X  i позначають ( )A X . Згiдно з вищенаведеним, маємо  
 ( ) Aut ( ),A X T X;  
де символом Aut ( )T X  позначено групу автоморфiзмiв дерева ( )T X . 

Оскiльки композицiя скiнченних автоматiв є скiнченним автоматом i 
обернене до скiнченного автоматного перетворення також є скiнченним 
автоматним, то  всi скiнченно автоматнi перетворення утворюють пiдгрупу в 
групi ( )A X , яку позначають ( )K X . Важливу роль при дослiдженнях будови 
групи автоматних пiдстановок ( )A X  вiдiграє також група ( )F X  так званих 
фiнiтарних перетворень [7]. 

Означення 2 [5]. Перетворення * *:f X X→  називається фiнiтарним, якщо 
iснує таке натуральне число m , що для довiльного слова *Xω∈  його образ 

( )f ω  вiдрiзняється вiд ω  не бiльше, нiж першими m  літерами.  
Лема 2 [5]. Кожне фiнiтарне перетворення є скiнченно автоматним. Усi 

фiнiтарнi перетворення утворюють пiдгрупу в групi ( )K X  всiх скiнченно 
автоматних пiдстановок, яку позначають ( )F X .  

Нехай ( )rX  — пiдмножина *X , яка складається зі слiв довжини точно r . 
Згiдно з лемою 1.9 з [8], ця пiдмножина є iнварiантною вiдносно перетворення 

( )A X , тобто можна розглянути групу перетворень ( )( ( ), )rA X X . Якщо rJ  – 
ядро цього перетворення, то фактор-група ( ) ( ) = ( ) /r

rA X A X J  дiє на ( )rX  точно. 
Аналогiчно, фактор-групи  

( ) ( ) = ( ) / ( ),r
rK X K X J K X∩       ( ) ( ) = ( ) / ( )r

rF X F X J F X∩  
також дiють точно на ( )rX . 

Лема 3.  Для довiльного r∈N  мають мiсце рiвностi   
 ( ) ( ) ( )( ) = ( ) = ( ).r r rK X F X A X  

Доведення. Оскiльки ( ) ( ) ( )F X K X A X≤ ≤ , то справджується включення  
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ).r r rK X F X A X≤ ≤                                         (1) 

З iншого боку, група ( )F X  cкладається з усiх можливих таблиць вигляду  
 1 2 1 3 1 2 1 2 1[ , ( ), ( , ),..., ( , ,..., ), , ,...]k kg g x g x x g x x x ε ε−  
( )k∈N . Початки довжини r  таких таблиць пробiгають множину всiх 
можливих таблиць довжини r , тобто ( ) ( )( ) = ( ).r rK X A X  Звiдси, враховуючи 
включення (1), дiстаємо потрiбнi рiвностi. Лему 3 доведено. 

Далi, для довiльного r∈N  можна визначити природну проєкцiю 
(епiморфiзм) ( 1) ( ): ( ) ( ),r r

r A X A Xϕ + →  та природний мономорфiзм 
( ) ( 1): ( ) ( ).r r

r A X A Xψ +→  Тим самим задано два спектри груп: прямий 
( )( ( ); ) ,r

r rA X ψ ∈N  та обернений ( )( ( ); ) .r
r rA X ϕ ∈N  Отже, можна говорити про х 

граничнi групи (означення див. [9]). 
Лема 4. Мають мiсце такi спiввiдношення: 
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(i) ( )( ( ), ) ( )lim r
rA X F Xψ

→
; ; 

(ii)  ( )( ( ), ) ( )lim r
rA X A Xϕ

←
; . 

Доведення. (i) Група ( )= ( ( ), )lim r
rG A X ψ

→
 є граничною групою прямого 

спектру. Ï елементами є нитки (нескiнченнi послiдовностi) вигляду 1 2... ...,ru u u  де 
(1)

1 ( )u A X∈ , (2)
2 ( ),...u A X∈ , при цьому виконується умова узгодженостi, тобто  

 

1 1

2 1 2 1

3 1 2 1 3 1 2

= ,
= [ , ( )],

= [ , ( ), ( , )],
........................................

u g
u g g x

u g g x g x x
 

i, починаючи з деякого мiсця 1k ≥ , послiдовнiсть стабiлiзується. А тому нитка 
1 2... ...ru u u  однозначно визначає нескiнченну таблицю  

 1 2 1 3 1 2 1 2 1= [ , ( ), ( , ),..., ( , ,..., ), , ,...].k ku g g x g x x g x x x ε ε−  
Вiдображення 1 2 3: ...u u u uϕ   є бiєктивним i узгоджене з груповою дiєю, 

тобто є фiнiтарним. 
Аналогiчно, використовуючи означення оберненого спектру груп, 

доводиться твердження (ii). 
Оскiльки ( ) ( )rA X  для всiх r∈N  є скiнченними групами, з цiєї леми одразу 

ж отримуємо, що ( )F X  локально скiнченна, а ( )A X  — проскiнченна (а отже i 
фiнiтно апроксимовна) групи. 

Лема 5.  
1) Для довiльного r∈N  група ( ) ( )( ( ), )r rA X X , card( ) = ,X n  iзоморфна (як 

група перетворень) r -му вiнцевому степеню симетричної групи ( )S X . 
2) Група *( ( ), ), card( ) = ,A X X X n  iзоморфна (як група перетворень) 

вiнцевому степеню ( )

=1
( ) i

i
S X

∞
Є  нескiнченної послiдовностi симетричних груп 

степеня n  в його iнтранзитивнiй реалiзацiї. 
3) Група *( ( ), ), card( ) = ,K X X X n  iзоморфна (як група перетворень) 

обмеженому вiнцевому степеню (b) ( )

=1
( ) i

i
S X

∞
Є  в його iнтранзитивнiй реалiзацiї. 

4) Група *( ( ), ), card( ) = ,F X X X n  iзоморфна (як група перетворень) 

фiнiтарному вiнцевому добутку ( )

=1
( ) ( ) i

i
F S X

∞
Є .  

Доведення.  
1) Умова автоматностi бiєктивних перетворень iз леми 1.9 (див. [8]) 

виконується тодi й тiльки тодi, коли перетворення є трикутним, тобто має мiсце 
умова (i) iз означення вiнцевого добутку для r -членної послiдовностi. Тому 
умови автоматностi й належностi до вiнцевого добутку симетричних груп 
пiдстановок на ( )rX  визначають одну i ту ж групу. 
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2) випливає з 1) та леми 4, оскiльки iснує природна проекцiя 
1

( )

=1
( )

r
i

i
S X

+
Є  на 

( )

=1
( )

r
i

i
S XЄ. , яка полягає y викреслюваннi останньої координати таблиць iз 

1
( )

=1
( )

r
i

i
S X

+
Є  i вiнцевий добуток ( )

=1
( ) i

i
S X

∞
Є  є граничною групою оберненого спектру 

скiнченно iтерованих вiнцевих добуткiв з такими проекцiями. 
Твердження 3) випливає iз наведеної Дж.Ренi у [10] характеризацiї 

скiнченно автоматних перетворень, оскiльки залишки таблицi природним 
чином вiдповiдають залишкам перетворення в розумiннi Ренi. 

Твердження 4) випливає безпосередньо з означення фiнiтарного 
перетворення i фiнiтарної таблицi. 

Зауваження 1. Пункт 2) леми 5 є одним iз основних результатiв роботи 
[3], але його доведення в цій роботі є ускладненим, оскiльки автор 
використовує iншi модифiкацiї вiнцевого добутку. 

На групi ( )A X  природно вводиться метрика (див. [4, 6]). А саме, якщо 
перетворення iз ( )A X  задаються таблицями, то вiдстань мiж ними дорiвнює 

,kη  де η , (0 < < 1)η  — фiксоване число, а k  — довжина спiльного початку 
таблиць. Тим самим група ( )A X  перетворюється в метричну групу i є повним 
метричним простором. 

Лема 6. Пiдгрупа ( )F X  є всюди щiльною в пiдгрупi ( )A X .  
Доведення. Справдi, кожна таблиця  

 1 2 1 3 1 2[ , ( ), ( , ),...]g g x g x x  
є границею послiдовностi фiнiтарних таблиць  
 1[ , , ,...],g ε ε  
 1 2 1[ , ( ), , ,...],g g x ε ε  
 1 2 1 3 1 2[ , ( ), ( , ), , ,...].g g x g x x ε ε  

Звiдси отримуємо, що всюди щiльною в ( )A X  буде також i пiдгрупа ( )K X  
(див. [7, 8]). 

Основний результат. Згiдно з лемою 4, група ( ) ( )rA X  iзоморфна 
вiнцевому добутку r  симетричних груп степеня n  ( = ( ))n X :  
 ( ) ( ) ... =: ( , ).r

n n n
r

A X S S S S n r


; Є Є Є  

Отже, ( ) ( )rA X  має степiнь rn  i порядок 
2 11 ...( !)

rn n nn
−+ + + + , при цьому дiє на 

множинi слiв довжини r  транзитивно та iмпримiтивно. Для кожного цiлого k  
(1 )k r≤ ≤  група ( ) ( )rA X  мiстить пiдгрупу k -координатних таблиць, тобто 
таблиць вигляду 1 2 1[ ,..., , ( , ,..., ), ,..., ],k kg x x xε ε ε ε− яка iзоморфна 1kn − -му степеню 
симетричної групи nS . 

Розглянемо спочатку системи твiрних групи ( ) ( )rA X , якi складаються 
лише з координатних таблиць. Для цього в симетричнiй групi nS  фiксуємо 
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деяку систему твiрних 1 2= { , ,..., }sπ π πΠ  i розглянемо таблицi вигляду  
 0,

1 , 1 1( , , ) = [ ,..., , ( ,..., ), ,..., ],l
r k l k l ku x k h x xπ ε ε ε ε− −                       (2) 

в яких  

 
0,

1 1 1
, 1 1

, якщо ( ,..., ) = ,
( ,..., ) =

у решті випадків

l
l k k

k l k
x x x

h x x
π

ε
− −

−





                 (3) 

де ε  – одиничний елемент групи nS , 0, 0 0
1 1, 1,= ( ,..., )l

k l k lx x x− −  — фiксований кортеж, 
= 1,2,...,l s , = 1,2,...,k r . 

Має мiсце твердження. 
Теорема 1. Система елементiв, визначених формулами (2) та (3),  є 

системою твiрних групи ( , )S n r  при довiльному виборi кортежiв 0,l
kx  

(1 1k r≤ ≤ − , 1 )l s≤ ≤ . Ця система буде незвiдною тодi й тiльки тодi, коли 
система Π  буде незвiдною.  

Доведення. Покажемо спочатку, що система (2) є системою твiрних групи 
( , )S n r . Використаємо iндукцiю за r . Випадок = 1r  – база iндукцiї – є 

тривiальним. Нехай тепер при деякому 2r ≥  твердження теореми є правильним. 
Покажемо, що воно залишається правильним у випадку вiнцевого добутку 

( , 1)S n r + . 
Кожну таблицю 0,

1( , , ) (1 )l
r k lu x k k rπ− ≤ ≤  довжини r  продовжимо до 

таблицi 0,
1 1( , , )l

r k lu x k π+ −  довжини 1r + , дописуючи в кiнцi одиничну координату. 
Система 0,

1 1( , , )l
r k lu x k π+ −  породжує у вiнцевому добутку ( , 1)S n r +  пiдгрупу всiх 

можливих таблиць вигляду 1 2 1 1[ , ( ),..., ( ),].r ra a x a x −  Тому досить переконатися, 
що довiльна таблиця вигляду  

 1[ ,..., , ( )]r ra xε ε +                                                   (4) 
також породжується елементами iз системи (2). 

Кожну таку таблицю можна розкласти на добуток елементiв вигляду  
 1,[ ,..., , ( )],r l rh xε ε +                                                (5) 

де 1, ( )r l rh x+  набуває неодиничного значення тiльки в деякiй однiй точцi ( )rz . 
Вiнцевий добуток ( , )S n r  для довiльного r  дiє на множинi кортежiв 
транзитивно. Тому для кортежа ( )rz  при довiльному l  (1 )l s≤ ≤  знайдеться 

пiдстановка ( , )lv S n r∈  така, що 0 0
1 1, ,( ,..., ) = ( ,..., )vl

r l r lz z x x . За припущенням 
iндукцiї, кожну з пiдстановок lv  (1 )l s≤ ≤  можна розкласти на добуток твiрних 
iз систем (2), (3). Отже, таблиця lv  из ( , 1)S n r + , отримана з lv  дописуванням 
одиничної координати, також розкладається на добуток таких твiрних. 
Виконуючи спряження таблицi (5) за допомогою lv , отримаємо:  

 1
1, 1,[ ,..., , ( )] = [ ,..., , ( )].vl

l r l r l r l rv h x v h xε ε ε ε−
+ +⋅ ⋅   

Функцiя 1, ( )vl
r l rh x+  набуває неодиничного значення тiльки в однiй точцi 

0 0
1, ,( ,..., )l r lx x . Отже,  можна розкласти на добуток функцiй вигляду 1, ( )r l rh x+ , якi 
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визначаються рiвнiстю (3). Звiдси випливає, що кожна таблиця вигляду (4)  є 
добутком елементiв системи (2), тобто система (2) є системою твiрних групи 

( , 1)S n r + . 
Переконаємося тепер, що система (2) є незвiдною. Для цього досить 

показати, що при виключеннi з неї хоча б одного елемента, вона перестає бути 
системою твiрних. А це дiйсно так, оскiльки якщо ми зафiксуємо деякi номери 

,k l  та вiдкинемо твiрну 0,
1( , , )l

k lu x k π− , то таблицю  
 1[ ,..., , ( ), ,..., ],k kg xε ε ε ε−  
де 1( )k kg x −  має неодиничне значення, що дорiвнює lπ , тiльки в однiй точцi 0,

1,
l

kx −  
вже не можна буде виразити через твiрнi, якi залишилися. 

Теорему 1 доведено. 
Зауваження 2. Оскiльки симетрична група nS  породжується двома 

пiдстановками – такими, наприклад, будуть пари (1,2), (1,2,..., )n  або 
(1,2,..., 1)n − , (1,2,..., )n  – то група ( , )S n r , а отже i ( ) ( )rA X , має незвiднi 
системи твiрних вигляду (2), якi мiстять 2r  пiдстановок. 

Нагадаємо, що комутатор елементiв ,a b  групи G  визначається як 
1 1( , ) =a b a b a b− −⋅ ⋅ ⋅ , а пiдгрупа, породжена всiма комутаторами, називається  

комутантом G  i позначається G′ . Оскiльки група G′  є найменшою за 
включенням пiдгрупою такою, що фактор-група /G G′  — абелева, то цю 
останню називають  абелiзацiєю  групи G  [7,8]. Зокрема, комутантом 
симетричної групи nS  є знакозмiнна група nA , тобто абелiзацiєю nS  буде 
циклiчна група другого порядку. 

Для того, щоб описати абелiзацiю групи ( , ),S n r охарактеризуємо спочатку 
комутант цiєї групи. 

Нехай = ( )rf xσ ∏  – добуток всiх значень деякої координатної функцiї, 
взятих у певному порядку. Пiдстановка σ  є або парною, або непарною i ця 
властивiсть не залежить вiд порядку множникiв. 

Iз означення оператора ∏  випливає: 
(i) якщо ( )r nf x A∈∏ , то для довiльної таблицi ( , )u S n r∈  маємо  
 ( ) ;u

r nf x A∈∏  
(ii) якщо ( )r nf x A∈∏  та ( )r ng x A∈∏ , то  
 ( ) ( ) ,r r nf x g x A∈∏  
де nA  – знакозмiнна група порядку n . 

Теорема 2.  Комутант ( , )S n r′  мiстить тi й тiльки тi таблицi  
 1 2 1 1[ , ( ),..., ( )],r rg g x g x −                                              (6) 

для яких виконується спiввiдношення:  
 1 1, ( ) (1 ).n i i ng A g x A i r−∈ ∈ ≤ ≤∏  

Доведення. Нехай U  — множина таблиць вказаного вигляду (6). 
Очевидно, що пiдгрупа ( , )S n r′  породжується таблицями [ , ,..., ],g ε ε ng A∈ , та 
всеможливими комутаторами таблиць вигляду  
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 1 1= [ ,..., ( ), ,..., ],k ku g g x ε ε−  
 1= [ ,..., , ( ), ,..., ],k kv g xε ε ε ε+  
 1 1.k r≤ ≤ −  

Зокрема, комутатор ( , )u v  є ( 1)k + -координатною таблицею, причому його 
( 1)k + -а координата дорiвнює 1

1 1 1| ( , ) | = ( ) ( ).u
k k k k ku v g x g x−
+ + +⋅  Функцiї 1( )u

k kg x+  та 
1
1( )k kg x−
+  набувають взаємно обернених значень у точках u

kx  та kx . Тому в 
добутку всiх значень функцiї 1| ( , ) |ku v +  буде парне число непарних множникiв, 
тобто 1| ( , ) |k nu v A+ ∈ . Отже, всi такi комутатори ( , )u v  мiстяться в U . Звiдси, 
завдяки властивостям (i), (ii) оператора ∏  отримуємо, що ( , )S n r U′ ⊆ . 

З iншого боку, довiльну таблицю з U  можна розкласти в добуток 
координатних таблиць. Досить буде довести, що кожен cпiвмножник лежить у 

( , )S n r′ . 
Нехай [ ,..., , ( ), ,..., ]kf xε ε ε ε  – така координатна таблиця, що ( )k nf x A∈∏ . 

Якщо функцiя ( )kg x  набуває тiльки двох неодиничних значень, причому вони є 
взаємно оберненими, то iснує таблиця ( , )w S n r∈  така, що 1( ) = ( ) ( ),w

k k kg x h x h x−  
де ( )kh x  має тiльки одне неодиничне значення, яке спiвпадає з неодиничним 
значенням ( ).kg x Звiдси одержуємо, що  

[ ,..., , ( ), ,..., ] = ( ,[ ,..., , ( ), ,..., ]) ( , ).k kg x w h x S n rε ε ε ε ε ε ε ε ′∈  
Якщо тепер ( )kf x  набуває неодиничного значення тiльки в точках (1)

1kx − , 
(2)

1kx − , ..., ( )
1,

s
kx −  i цi значення дорiвнюють 1 2, ,..., sα α α  вiдповiдно, тоді поклавши  

 

1 ( )
1 1

( 1)
1 1

, якщо = ,
( ) = , якщо = ,

в решті випадків,

i
i k k

i
i k i k k

x x
g x x x

α
α
ε

−
− −

+
− −







 

ми приходимо до рiвностi  
 1 2 1... = ,s sg g g f b− −⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
де  

 
( )

1 1 1
1

... , якщо = ,
( ) =

в решті випадків.

s
s k k

k
x x

b x
α α

ε
− −

−





 

Оскiльки кожна з таблиць 1[ ,..., , ( ), ,..., ]i kg xε ε ε ε−  (1 )i s≤ ≤  i таблиця 
1[ ,..., , ( ), ,..., ]kb xε ε ε ε−  належать до ( , )S n r′ , тоді й таблиця [ ,..., , , ,..., ]fε ε ε ε  

також належить до ( , )S n r′ . Звiдси отримуємо, що ( , )U S n r′⊆ . 
Теорему 2 доведено. 
Висновки. Дослiджено системи твiрних груп автоматних пiдстановок, якi 

дiють на множинi всiх слiв над даним алфавiтом або на множинi слiв довжини 
r  ( r∈N ) над цим алфавiтом. Результати, одержані в роботі, можна застосувати 
для подальшого дослідження груп, iндукованих автоматними пiдстановками на 
множинi слiв довжини ,r  а також нових серiй систем твiрних груп автоматних 
пiдстановок. 
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Abstract. The problem of construction of the system of generators for group of finitary 
automatic permutations is investigated. Theorem about construction of irreducible system of 
generators for finitary metasymmetric group is proved. 

Key words: system of generators, automatic permutations, finitary metasymmetric group. 
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